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In this paper a partition theorem of the ideal [K] ” for infinite K is proved. 
I 
In [l] fragte Paul Erdos, ob es eine Kardinalzahl K gibt, so da13 es zu 
jeder Zerlegung r von P(K) in zwei Zerlegungsklassen paarweise disjunkte 
Mengen g = (D, ] n E w) mit D, c K so gibt, da13 fur jedes nichtleere ZC w  
gilt W,., W = WL, DA. 
Wir werden in dieser Arbeit eine Variante dieser Frage untersuchen: Wenn 
K > w  und r eine Zerlegung von [K] < ' in zwei Klassen ist, existieren dann 
paarweise disjunkte Mengen 9 E [K] <%, ]g ] = K, so dal3 fur alle 
abzihlbaren Teilfamilien C$‘, g ” E LQ gilt r(lJ g ‘) = r(lJ g ‘I)? 
Satz 1 gibt fur regultire Kardinalzahlen K eine negative Antwort. Da bei 
singularen Zahlen K die Menge B, der beschrankten Teilmengen von K dem 
Ideal der kleinen Mengen auf einer regullren Kardinalzahl entspricht, enthiilt 
man mit Satz 2 eine negative Antwort fur Zerlegungen von B, fur singulke K 
mit iiberabziihlbarer Kofmalitlt. Einen analogen Satz fiir singulare 
Kardinalzahlen mit abzahlbarer Kofinalitiit kijnnen wir nicht zeigen. Unter 
einer zusltzlichen Kardinalzahlannahme-niimlich K~‘~ = 2” fur singullre 
Zahlen K-konnen wir hingegen eine Partition r von P(K) so angeben, dal3 
es zu jeder Familie 9 E P(K), 19 ] = K, zwei Teilfamilien CL?‘, @” c g, 
]g’(=]g”]=cfK, gibt mit r(ua’)#r(ug”) (Satz 3). 
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II 
Die mengentheoretische Notation ist Standard und entspricht der des 
Mengenlehrebuches von Jech [ 31. 
Kleine griechische Buchstaben bezeichnen Ordinalzahlen, y, K, und I 
Kardinalzahlen. Lim ist die Klasse der Limesordinalzahlen. 
Partitionen oder Zerlegungen, was wir synonym gebrauchen, sind in dieser 
Arbeit stets Abbildungen. 1st Z eine Abbildung von einer Menge A in die 
Kardinalzahl K, so ist Z eine Partition von A in K viele Zerlegungsklassen, 
wobei wir fur jedes a E K die Menge Z-‘(a) als eine Zerlegungsklasse 
bezeichnen. Z bezeichnet stets eine Partition. 
Eine Teilmenge X einer Kardinalzahl K heiBt unbeschrankt, falls X kofinal 
in K ist. X heil3t abgeschlossen, falls X beziiglich der Ordnungstopologie auf 
K abgeschlossen ist. Der AbschluD 2 einer Menge X ist die abgeschlossene 
Hiille von X. Eine Menge S EK heist stationar in K, falls sie mit jeder 
abgeschlossenen und unbeschrankten Menge in K einen nichtleeren (in der 
Tat einen K-mtichtigen) Schnitt hat. 
Eine Familie G? = (D, 1 v E I) heil3t quasidisjunkt genau dann, wenn fur 
alle Teilmengen I’, I” 5 Z mit I’ # I” gilt Uual, D, # Uue,,, D,. 
Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition der Quasidisjunktheit ist 
die Tatsache, daB jede Menge einer quasidisjunkten Familie ein Element 
enthllt, welches in keiner anderen Menge der Familie vorkommt. Fur 
Kardinalzahlen K, 1 sei [K]" = (A's K( 1x1 =A), [xl'" = lJ,,* [K]~, B,= 
(XG K 1 supX < K). Fur reguliire Kardinalzahlen K gilt offenbar B, = [K]<“. 
III. DIE THEOREME 
SATZ 1. Fir alle regultiren Kardinalzahlen K > 12 w, gibt es eine 
Zerlegung R [K] < K -+ K, so daJ3 es zu jeder quasidisjunkten Familie S!3 = 
(D,~v<K), ~G[Ic]<~ und zu jedem a < K ein ZE [K]’ gibt mit 
W..,DJ = a. 
SATZ 2. Es sei K > cf K > w, A < cf K sei reguldr. Dann exist&t eine 
Zerlegung R B, + cf K, so daJ es zu jeder quasidisjunkten Familie GS = 
(D, ( v < K), C9 C B, und zu jedem a < cf K ein ZE [K]' gibt mit 
mJ”EI D”) = Q. 
SATZ 3. Es seien K > cf u > w und K’~’ = 2”. Dann existiert eine 
Zerlegung r: P(lc) + 2”, so dd es zu jeder quasidisjunkten Familie B = 
(gU 1 v < K), 93 C P(K) und zu jedem a < 2” ein ZE [K]'~' gibt mit 
WuE, D,) = a. 
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IV, DIE BEWEISE 
Zum Beweis von Satz 1 benotigen wir das nachstehende Lemma von 
Solovay (siehe z.B. [3, Seite 433, Theorem 851). 
LEMMA 1. Es sei K eine reguldre, uberabzdhlbare Kardinalzahl. Dann 
l&Q sich jede station&e Teilmenge von tc in K viele paarweise disjunkte 
station&e Teilmengen von K zerlegen. 
Ferner benotigen wir das folgende: 
LEMMA 2. Es sei K > w, K regular. Dann gibt es zu jeder quasidis- 
junkten Familie 9 = (D, 1 v E K), S? G [K]<", eine Teilfamilie g’ E g, S?’ = 
(D, ) v E I) mit III= tc, so daJ fur alle v, p E Z gilt: wenn v < ,u, so sup D, < 
sup D, . 
Beweis. Es sei @ = (D, 1 v E K) quasidisjunkt, Q G [K]<". Da g 
quasidisjunkt ist, existiert zu jedem ijE K ein x, E D,, so da8 xj @ 
U D,. V<C.V#U 
Fur jedes a < K folgt daraus fur die Menge A4, := (v E K ( sup D, = a), 
da13 W,I < lal. 
Da K regular ist, gilt fur J= {a < K 1 Ma # 0}, da13 IJI = K. 
Wlihlen wir fiir jedes a E J ein v, E M,, so erhalten wir mit j= 
{v, I a E J} eine K-miichtige quasidisjunkte Familie C? = (D, I v E J), G c Q. 
Fiir alle p, v E j, p # v, gilt dann sup D, # sup D,. 
Wegen der Regularitat von K gibt es dann ein I E [J]“, so da13 fur die 
Familie g’ = (D, ] v E I) gilt: wenn v < p, v, p E Z, so sup D, < sup D,. u 
Wir kommen nun zum 
Beweis von 1. Es seien K, 1 regular, K > A > w. 
Es sei S := {a < K ] cf a = A}. Die Menge S ist in K stationar. Nach 
Lemma 1 existiert demnach eine disjunkte Familie J= (S” I v < K) mit: 
(i) fur jedes v < K ist S” station$r in K, und 
(ii) UVCrr S” = S. 
Wir definieren nun die Partition r: [K] < ' + K. 
Es sei XE [K]<". Wenn cf(supX) # 1, dann sei r(X) beliebig. Wenn 
cf(sup X) = A, dann gelte r(X) = v ++ sup X E S”. Wegen der Disjunktheit 
von J und (ii) ist die Definition sinnvoll. 
Wir zeigen nun, da8 r den Satz 1 erfiillt. 
Es sei g = (D, I v < K) eine quasidisjunkte Familie, g E [K]<". Nach 
Lemma 2 konnen wir annehmen, da8 fur alle v, ,u E K gilt: wenn v < p, so 
sup D, < sup D, . 
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Es sei C := {sup D, ( v < K}. C bezeichnet den AbschluB von C in K. c ist 
abgeschlossen und unbeschrgnkt in K. 
Es sei a < K. Dann gilt, da S” station% in K ist, CfT S” # 0. 
Es sei /I E Cn S”. 
Fall 1. /? E C. Dann existiert ein tr < K mit sup D, =p. Da 8 E S”, gilt 
nach der Definition von r, darj T(D,) = a. Da wir 0.B.d.A. J3 so wahlen 
kiinnen, da8 V> 1, gilt such r(U,,.,A D, U D,) = a. 
Fall 2. p @ C. Dann ist p = sup(p n C). Da aber ,fI E S”, gilt cfp = il, 
demzufolge ) /3 f7 Cl > 1. Wir konnen dann eine monotone Folge (S, 1 c < ,I) 
aus /In C so auswlhlen, da13 lim S, = /?. Zu jedem c < d existiert dann ein 
v,<K mit supD, =S,. Es gilt dann supUf<ID,I=lim,<IS,=/?. 
Demzufolge gilt I’(dlcn D,,) = a. I 
Zum Beweis von Satz 2 benotigen wir das nachstehende 
LEMMA 3. Es sei K > cf K > w. Sei A C K abgeschlossen unbeschrlnkt in 
K, A habe Kardinalitat cf K und (a, 1 v < cf K) sei eine stetige Aufzahlung 
von A. Schlierjlich sei S C cf K stationlr in cf K. Dann ist (a, ( v E S} 
stationar in K. 
Beweis. Es sei C G K abgeschlossen unbeschrankt. Dann ist such D = 
A n C abgeschlossen und unbeschrankt in K. Betrachte T= 
(v < cf Ic 1 a, E D}. Da D unbeschrankt ist in K folgt 1 TI = cf K und also ist T 
unbeschrtinkt in cf K. Da D abgeschlossen ist in K und (a, 1 v < cf K) eine 
stetige Aufzahlung ist, so ist T such abgeschlossen in cf K. Also gibt es ein 
[ E S n T, mit anderen Worten a, E C n {a,] v E S). 1 
Beweis van 2. Dieser Beweis ist Phnlich dem Beweis des Satzes 1. Wir 
beschrlnken uns daher auf eine Beweisskizze. 
Es sei S=(a<cf~Icfa=,I}. J=(S”lv<cfic} sei eine disjunkte 
Familie stationlrer Mengen mit UUcEfK S” = S. Ferner sei A c K 
abgeschlossen unbeschrinkt in K, A habe Kardinalitiit cf K und (a, I v < cf K) 
sei eine stetige Aufztihlung von A. Nach Lemma 3 sind dann die Mengen 
To := {a, I v E S”} 
stationlr in K und offenbar paarweise disjunkt. Wir definieren nun 
I? B, + cf K wie folgt: 
Es sei X E B,. Wenn sup X 6? (a, 1 v E S}, so sei r(X) beliebig. Wenn 
supXE{a,IvES}, so T(X)=ottsupXET,. Wie beim Beweis von 
Satz 1 zeigt man nun, da13 die Zerlegung r den Satz 2 erftillt. # 
Beweis von 3. Es sei (g” I [ ( 2”) eine Aufziihlung ohne Wiederholung 
aller quasidisjunkten Familien aus P(K) der Miichtigkeit K, wobei g’ = 
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(D6,1 V(K), D;EK.(+l[< 2") sei eine Aufzahlung ohne Wiederholung von 
[K]? 
Durch ein Diagonalverfahren delinieren wir jetzt rekursiv die Partition r. 
Es sei T((J,,,, 0:) = 0. 
Es sei a ( 2”. Fur jedes c < a existiert dann eine Menge I E [K]"~, so da13 
T(UvEI 0:) noch nicht definiert ist. Wir wahlen dann rekursiv fur alle [ < a 
die kleinste Zahl, genannt r(C), so dal3 
0) NJ”sl~(l, 0:) ist nicht detiniert und 
(ii) wenn CC c< a, so UVEIlcc) 05, f Uve,l,I) of. 
Fiir c<a sei 
wir definieren nun fur [ < a: 
Wir kiinnen offenbar diesen Induktionsschritt fiir jedes a < 2” durchfiihren. 
Weiterhin ist klar, daB r eine Partition von P(K) in 2” viele 
Zerlegungsklassen ist, und da13 jede quasidisjunkte Familie g aus P(K) der 
Kardinalitiit K genau 2” oft in einem Konstruktionsprozefi beriicksichtigt 
wird. Daraus und aus der Definition von r folgt, dafi es zu jedem [ < 2” und 
jedem a ( 2” ein 1 E [K]"' gibt mit r(U,,loi) = a. 1 
V. BEMERKUNGEN 
(1) Aus dem Beweis zu Satz 2 folgt unmittelbar die nachstehende 
Verscharfung. 
SATZ 2’. Es sei K > cf K > w, 1 < cf K sei reguliir. Dann existiert eine 
Zerlegung I? B, + cf K, so daJ es zu jeder quasidisjunkten Familie g = 
(D,Iv<cfK),~EB,,supU~=Kundzujedema<cfKeinIE[K]1gibt 
mit r(UUE, 0,) = a. 
(2) Offen bleibt das nachstehende Problem in ZFC: Es sei 
K > cfK = o. Existiert eine Zerlegung r: B, + w, so da13 fur jede quasidis- 
junkte Familie C@ = (D, 1 v < K), G c B, und fur jedes n E o ein G’ c g 
existiert mit r((J @‘) = n? 
582J33/2-6 
200 VOIGTAND WOLFSDORF 
In ZFC gilt die Aussage fiir a, [2] und in L sogar fiir jede iiberabzihlbare 
Kardinalzahl mit abzlhlbarer Kofinalitgt [4]. 
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